Математика. Тур 1

1. К вершине вертикально стоящего фонарного столба привязана веревка. Когда веревка свободно свисает вдоль столба, на земле остается лежать 1 м веревки (то есть длина веревки на 1 м больше высоты столба). Если отойти от столба и закрепить конец веревки на земле так, чтобы веревка была натянута, точка крепления будет расположена на расстоянии 5 м от основания столба. Какова высота столба?

Ответ: 12 м.

Решение. Обозначим за x м высоту столба. Тогда длина веревки равна (x+1) м. В натянутом положении веревка, столб и расстояние от точки крепления до основания столба образуют прямоугольный треугольник с гипотенузой (x+1) м и катетами x м и 5 м. Получаем уравнение x2+2x+1=x2+25, откуда находим x=12.

2. Найдите все пары действительных чисел x и y, удовлетворяющих уравнению 2x4(4x2y+y4+1=0.
Ответ: (1,1); (–1,1).

Идея решения. Выделение двух полных квадратов, которые в сумме равны 0.

3. 550 участников разыгрывали Суперкубок Вселенной по теннису. Соревнования проводили по олимпийской системе: участники по жребию разбивались на пары, которые встречались между собой. Проигравшие выбывали из соревнования, а выигравшие вновь разбивались на пары. Если на каком-то этапе оставалось нечетное число участников, то один из них (по жребию) сразу допускался в следующий тур. Таким образом, в первом туре было сыграно 275 встреч, после которых осталось 275 участников; во втором туре было сыграно 137 встреч, после которых осталось 138 участников, и так далее вплоть до финала, в котором наконец определился победитель. Определите, сколько же всего встреч было сыграно в розыгрыше Суперкубка.
Ответ: 549.

Идея решения. В каждой встрече выбывает 1 человек. В итоге выбыли все, кроме одного победителя, то есть 549 человек. Значит и встреч было 549.

4. Электричка ежедневно привозит директора завода на станцию ровно в 8 часов утра. С завода, расположенного в нескольких километрах от станции, заранее выезжает машина, которая ровно в 8 часов утра подъезжает к станции, забирает директора, и отвозит его на завод. Однажды директор приехал на станцию в 7 часов утра и пошел пешком по шоссе к заводу. Пройдя 4,5 км, он встретил свою машину, сел в нее и приехал на завод на 12 мин раньше обычного. Определите скорость машины и скорость, с которой директор шел пешком. Скорости движения машины и директора по шоссе считать постоянными.
Ответ: 45 км/ч и 5 км/ч.

Идея решения. В тот раз, когда директор шел пешком, машина проехала на 9 км меньше обычного (по 4,5 км в ту и другую сторону). Это позволило сэкономить 12 мин. Значит скорость машины равна 9/12 = 3/4 км/мин = 45 км/ч. Итак, 4,5 км машина проезжает за 6 минут. То есть через 6 минут после встречи машина доехала бы до станции, а значит встреча произошла «без шести» восемь, то есть в 7 часов 54 минуты. Значит, директор шёл пешком 54 минуты, а его скорость равна 4,5 / 54 км/мин = 270 / 54 км/ч = 5 км/ч.

5. В остроугольном (ABC высоты пересекаются в точке M, а (BAC=550. При этом AB = CM. Найдите (ABC.
Ответ: 800.

Идея решения. Пусть BH и CK – высоты в (ABC.  (BAH = 900–(HBA. (HCM = (ACK = 900–(KAC = 900–(BAH = (HBA. Тогда прямоугольные (HBA = (HCM (по острому углу и гипотенузе), откуда HB = HC, то есть прямоугольный (HBC является равнобедренным, то есть (HBC = (HCB = 450. Получаем в (ABC: (BAC=550, (ACB=450. Значит (ABC = 800.
6. Дана система уравнений
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Найдите x1.

Ответ: 504,5.

Идея решения. Из первого уравнения выражаем x2 через x1, из второго уравнения – x3 тоже через x1 и так далее все переменные выражаем через x1. Получим закономерность: x2k = k–x1, x2k+1 = k + x1. Из предпоследнего уравнения получим x2017 = 1008+x1. Подставляя в последнее уравнение, получим 2x1 = 1009.
Математика. Тур 2

1. Числа a, b и c таковы, что a : b : c равно 1 : 2 : 3 . Чему равно (a + b) : (b + c) : (c + a)?

Ответ: 3 : 5 : 4.
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2. Если расстояние между соседними (по горизонтали и по вертикали) точками равно 1, то площадь закрашенной фигуры равна …
Ответ: 11/12.

3. Прогульщик Вася каждый понедельник апреля пропускал по одному уроку, каждый вторник — по два урока, среду — по три, четверг — по четыре и пятницу — по пять уроков. Исключение составило 1 апреля: в этот день Вася в честь дня смеха уроков не прогуливал. Оказалось, что за весь апрель Вася пропустил ровно 64 урока. На какой день недели пришлось 1 апреля? (Все субботы и воскресенья апреля были выходными, а остальные дни учебными.)

Ответ: на среду.
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Решение. Заметим, что за любые последовательные семь дней каждый день недели встречается ровно 1 раз, поэтому за любые последовательные 7 дней (начиная со 2 апреля) Вася прогуливал 1+2+3+4+5 = 15 уроков. Значит за период с 2 по 29 апреля он прогулял ровно 15 • 4 = 60 уроков, поэтому 30 апреля прогулял 64 – 60 = 4 урока. Это означает, что 30 апреля пришлось на четверг. Тогда на четверг пришлись также и такие числа апреля (вычитаем последовательно 7): 23, 16, 9, 2. А это значит, что 1 апреля пришлось на среду.

4. На рисунке изображен график приведенного квадратного трехчлена (ось ординат стерлась, расстояние между соседними отмеченными точками равно 1). Чему равен дискриминант этого трехчлена?

Ответ: 4.

Решение. Пусть x1 и x2 – корни данного трехчлена  (x1 < x2).  Из условия следует, что  x2 – x1 = 2.  Поэтому  D = (x2 – x1) / 2 = 4.


5. Биссектрисы углов A и B параллелограмма ABCD пересекаются в точке K. Найдите площадь параллелограмма, если BC = 19, а расстояние от точки K до стороны AB равно 7.

Ответ: 266.

6. Статистика знает всё. В городе Фестивалинске 47,7% всех детей считают, что их нашли в капусте, 15,1% — что их принёс аист, а оставшиеся 37,2% детей вообще не знают, откуда они взялись.  Аналогичная статистика отдельно среди мальчиков такова: соответственно 33%, 20% и 47%. Сколько процентов девочек этого города считают, что их принёс аист, если 63% девочек города полагают, что они были найдены в капусте?
Ответ: 10%.

Решение. 
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